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Indépendance d’événements



Deux événements indépendants

Définition
Soit (€,.4,P) un espace de probabilité et A, B € A. On dit que A et B sont

P(AN B) = P(A) - P(B).

Interprétation. Si P(B) > 0, cela équivaut a P(A| B) = IP(A) : savoir que B est réalisé
ne modifie pas la probabilité de A.

Si A et B sont indépendants, alors A et B€ le sont aussi :

P(AN B) = P(A) — P(AN B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A) - P(BF).
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Famille d’événements indépendants

Définition
Soit A1,...,A, € A. On dit que Ay,..., A, sont si, pour tout
pel,n]ettousl <k <---<kp,<n,

P(Akl N---N Akp) = P(Akl) 0o ~P(Akp).

L'indépendance ne suffit a obtenir I'indépendance de tous les

événements ensemble !
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Exemple : deux dés (mise en place)

Exemple

On lance deux dés équilibrés : Q = [1, 6], P uniforme. On considére

A = “les deux dés donnent le méme résultat”
B = “le 1er dé donne un résultat pair”
C = "le 2éme dé donne un 1"

D = “le 2éme dé donne un 1 ou un 2"

5/30



Exemple : deux dés (indépendances deux a deux)

On vérifie
36 12
donc A, B indépendants ; de méme A, C ; A,D ; B, C ; B, D sont indépendants.

P(AN B) = P({(2,2),(4,4),(6,6)}) P(A) - P(B),

P(CND)=P(C) = > # — =P(C) - P(D) :

1
18

|

C et D ne sont indépendants !
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Exemple : deux dés (indépendance globale)

Méme si A, B, C sont deux & deux indépendants, ils ne sont indépendants ensemble
1
P(ANBNC)=P(@)=0# == P(A)P(B)P(C).
A, B,D indépendants : on vérifie
P(AN BN D) = B({(2,2)}) = 5 = P(4) - E(B) - E(D),

et les conditions pour p = 1,2 ont déja été vérifiées.
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Indépendance de v.a.



Définition
Pour 1 < i < n, soit X; une v.a. a valeurs dans (E;, &;). On dit que X, ..., X, sont
si, pour tous B; € &;,

P(Xy € By,..., Xy € By) =P(X1 € By)---P(X, € By).
Interprétation. Savoir quelque chose sur X; n'apporte aucune information sur Xy (et
vice-versa).

La encore, I'indépendance deux a deux ne suffit pas.
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Cohérence avec l'indépendance d’événements

Pour A1,...,A, € A : les événements A1, ..., A, sont indépendants <= les v.a.

1a,,---,1a, sont indépendantes.

Conséquences de I'indépendance

Si Xi, ..., X, sont indépendantes :

® pour tout Z C [1, n], les (Xi);iez sont indépendantes (prendre B; = Q pour j ¢ ) ;
® pour tous B; € &;, les événements {X; € B1},...,{X, € B,} sont indépendants.
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Fonctions de v.a. indépendantes

Proposition
Pour 1 </ < n, soit X; une v.a. a valeurs dans (E;, ;) et f;: E; — F; mesurable. Si
Xi,..., X, sont indépendantes, alors f1(X1),. .., f(Xy) le sont aussi.

Preuve. Pour tous B; € F; :

P(f(X1) € By,...)=P(X; € i HIP’ 1(B))) = HIP(f,-(X,-) €B). L

Exemple

Si X, Y sont réelles indépendantes, alors X? et 2Y + 1 sont indépendantes.
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Caractérisations de l'indépendance

Proposition

Pour 1 < j < n, soit X; a valeurs dans (E;, &;). Sont équivalents :

1. Xi,...,X, sont indépendantes ;

2. 'D(X1,...,X,,) = le R---® PXn ;

3. pour toutes fi: Ej — Ry mesurables, E[[]; fi(X;)] = [[, E[fi(Xi)] ;
4

. idem pour f;: E; — R avec E[|f;(X;)|] < oo : alors []; fi(X;) € L! et I'égalité reste
vraie.

(ii) est essentielle : indépendance <= la loi jointe est le produit des lois
marginales.
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Preuve : (i) = (ii) = (iii)

(i) = (ii). Pour B; € &; :
Pixaxn)(BLx - x By) = [[P(Xi € By) H Px.(B;) = (Px,®- - ®Px,)(B1 x...).

Conclu par le (les pavés engendrent la tribu produit).

(ii) = (iii). Par transfert puis

E [Hf(X :/Hf,-(x,-)d(PX1®~--®Pxn)ZH/fidPX,- = TEHX)]-

i
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Preuve : (iii) = (i) et le cas (iv)

(iii) = (i). Cas particulier avec f; = 1p, : alors [[; fi(X;) = 1{x,es,,..}, ce qui redonne
la définition.

Pour (iv). On applique (ii)=-(iii) a |f;| pour obtenir I'intégrabilité, puis on répéte le
calcul avec a la place de Fubini—Tonelli. La preuve de (iv)=-(i) est
identique a (iii)=-(i). O
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Exemple et conséquence sur la covariance

Exemple
Soit X ~ U([0,1]) et Y ~ C(0, 1) indépendantes. Alors

‘“ﬁxvﬂderzlmgﬂx)ﬂ( dxdy

1+y2?)

Si X, Y € L? sont indépendantes, alors E[XY] = E[X]E[Y] (par (iv), car L2 C L),
donc Cov(X, Y) =0.

La réciproque est fausse : covariance nulle n'implique pas indépendance.
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Regroupement par paquets

Corollaire

Si X1,...,X, sont indépendantes et 0 = iy < iy < --- < i), = n, alors les paquets

(Xi0+17 000 7Xi1)7 (Xi1+17 000 7Xf2)7 ] (ka71+17 tee 7Xik)
sont indépendants.

Preuve. Conséquence de la caractérisation (ii) et de I'associativité du produit de mesures :

Px, ® - -+ ® Px, se regroupe en produit des lois jointes de chaque paquet. O
Exemple

Si Xi,...,Xq sont indépendantes, alors X2X, et X3 — X4 sont indépendantes :
(X1, X2) L (X3, X4), puis on applique la proposition sur les fonctions de v.a.
indépendantes.
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V.a. continues indépendantes



Criteére par factorisation de la densité

Proposition
Soit Xj, ..., X, réelles telles que (Xi, ..., X,) soit continue, de densité

P(X1,....X») (X150 Xn) = H qi(xi), gi: R — R4 mesurables.

i 1
Alors Xi,..., X, sont et X; a densité px, = —gj, ou
o

¢ = / gi(x)dx > 0.
R

Un critére trés pratique : factoriser la densité jointe suffit a conclure
I'indépendance.
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Idée de la démonstration

Par : | | / qi(xi)dx; = / P(Xy,...X,) X1 - - - dxp = 1, donc chaque
i R Rn I b
¢ > 0.

La proposition sur les marginales continues donne, pour chaque /,

px ) = a6 T ( [ 0s) ) = Zao)

J#i

Enfin, px,,....x,) = I1; gi(xi) = I1; cipx; (i) = T1; px;(xi) (car I]; ¢i = 1), donc
Pix.....xn) ® Px; : indépendance. 0
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Exemple : densité qui se factorise

Exemple
Soit (X, Y) de loi e_2X1R+X[O,2](X,y) dxdy.

La densité se factorise :

Px,y) (X, y) = (672X1R+(X)) (2 (»))-

Donc X, Y sont . On calcule fp 1j991(y) dy = 2, donc

o 1
px(x) = 2e”1g, (x) et py(y) = 51[0,2]()’)-

X ~&(2) et Y ~U([0,2]), indépendantes.
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Exemple : le triangle, contre-exemple

Exemple
Reprenons (X, Y) uniforme sur T = {x > 0,y > 0,x +y < 1}, de densité 217(x, y).

L'indicatrice 1,4,<1 ne semble en un produit d'une fonction de x et
d'une fonction de y — cela suggére la non-indépendance, mais n'est pas une preuve.

P(X>1/2,Y >1/2)=0 (car X+ Y <1ps.)
mais P(X > 1/2) > 0 et P(Y > 1/2) > 0 (aires de triangles non nulles) : donc

P(X >1/2,Y >1/2) £ P(X > 1/2)P(Y > 1/2).
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V.a. discretes indépendantes



Critére pour les v.a. discrétes

Proposition

Soit Xi, ..., X, a valeurs dans des ensembles finis ou dénombrables Eq, ..., E,. Si
Wi € B P(X = x1,e o Xo = X0) = P(X0 = x1) -+ B(X, = x1),
alors Xi,..., X, sont indépendantes.

La réciproque est immédiate en prenant B; = {x;} dans la définition.

Il suffit de vérifier I'égalité sur les singletons !
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Idée de la démonstration

X = (X1,...,X,) prend ses valeurs dans Ej X --- x E,, dénombrable : sa loi est
caractérisée par ses singletons. Pour x = (xi,...,Xp) :

Px({x}) = HP(X = Xj) HPX ({xi}) = (Px, @ --- © Px, )({x})-

Donc Px, ... x,) = Px, ® --- ® Px, : indépendance par la caractérisation (ii). O
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Exemple : deux dés, différence et parité

Exemple
On relance deux dés. Soit X(i,j) = |i — j| (différence absolue) et Y = 1 ou B = “le
ler dé donne un résultat pair”.

On vérifie, par exemple,
P(X=0,Y=1)=—=

et de méme pour X =1,...,5.

Pas besoin de vérifier P(X =i, Y = 0) séparément : {X =i} L {Y =1} =
{X =i} L{Y =1}¢={Y =0}. Donc X, Y sont indépendantes.
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Sommes de v.a. indép.



Densité d’'une somme : convolution

Proposition

Soit X, Y réelles continues indépendantes. Alors X + Y est continue, de densité

priv(s) = (px + py)) = [ px(x) (s =) dx.
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Méthode : fonction caractéristique d’'une somme

Méthode

Si Xi, ..., X, sont indépendantes, alors

Xyt 4%, (0) = E [H eiexk] =]IE [ IGXk] H x.(0
k=1 k=1

en utilisant I'indépendance (critére (iv), généralisé aux fonctions complexes).

Si ¢x,+..+x, s'identifie a la fonction caractéristique d'une loi connue, on a
trouvé la loi de la somme !
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Exemple : somme de v.a. de Poisson

Exemple
Soit Xi,..., X, indépendantes, X ~ P(\x). Rappel : ¢x, (0) = exp(Mk(e? — 1)).

DXyt 4% (0)
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Exemple : somme de v.a. de Poisson

Exemple
Soit Xi,..., X, indépendantes, X ~ P(\x). Rappel : ¢x, (0) = exp(Mk(e? — 1)).

Oxy 4+ x,(0) = H exp ()\k(eie - 1))
k=1
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Exemple : somme de v.a. de Poisson

Exemple
Soit Xi,..., X, indépendantes, X ~ P(\x). Rappel : ¢x, (0) = exp(Mk(e? — 1)).

Gxut-1%,(0) = [ exp (Ae(e — 1)) = exp ((Z >\k) - > :
k=1

X4+ X~ P M)
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Exemple : somme de v.a. gaussiennes

Exemple

Soit Xi,..., X, indépendantes, Xk ~ N (my,03%). Rappel :
ox, (0) = exp(lmk9 - —0202)

DXy 44X, (0) = exp <1<Z mk>9 - % (Z 0%) 92> _
k

k

X1+.--+XnNN(kak7 Zkai)'
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Min/max de v.a. indép.



Méthode : fonction de répartition

Méthode
Pour Xi,..., X, réelles indépendantes, la loi de max ou min s'obtient via la fonction

de répartition. Pour a € R :

n
P(max(X, ..., X,) < a) = [[ P(X < a),
k=1

n

P(min(Xi,...,X,) <a)=1-— f[]P’(Xk >a)=1-[] (1 - Fx.(a)).
k=1 k=1

Le max/min utilise directement I'indépendance des événements {X; < a} ou
{Xk > a}.
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Exemple : minimum de v.a. exponentielles

Exemple
Soit Xi, ..., X, indépendantes, X, ~ E(\x), et M, = min(Xy,..., X,).

Pour a > 0 :

Fum,(a)
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Exemple : minimum de v.a. exponentielles

Exemple
Soit Xi, ..., X, indépendantes, X, ~ E(\x), et M, = min(Xy,..., X,).

Pour a > 0 :

n

Fum,(a) =1 - H (1 - FXk(a))

k=1
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Exemple : minimum de v.a. exponentielles

Exemple
Soit Xi, ..., X, indépendantes, X, ~ E(\x), et M, = min(Xy,..., X,).

Pour a > 0 :

n

Fu(a)=1-[[ (1-Fx(a) =1-e ... e
k=1
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Exemple : minimum de v.a. exponentielles

Exemple
Soit Xi, ..., X, indépendantes, X, ~ E(\x), et M, = min(Xy,..., X,).

Pour a > 0 :

FMn(a) =1- H (1 — FXk(a)) =1—- ef)‘la .. ef)\na =il — ef(’\1+"'+)\n)37
k=1

et Fpy,(a) =0 pour a < 0 (car M, >0 pss.).
Mp~EA+ -+ Ap)-
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Application : désintégration radioactive

Si le temps de désintégration d'un atome suit £(A) (perte de mémoire), alors le temps
avant la désintégration parmi N atomes indépendants suit

E(NN).

Plus il y a d’atomes, plus la premiére désintégration est rapide — exemple
classique d’utilisation du minimum de v.a. exponentielles indépendantes.
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Synthése



Ce qu'il faut retenir

® | 'indépendance n'implique jamais l'indépendance globale.
e Caractérisation clé : X, ..., X, indépendantes <= P(x, . x,) = Px; ® - ® Px,.
® Pour des v.a. : factoriser la densité jointe donne I'indépendance et les

marginales directement.
® Pour des v.a. - il suffit de vérifier I'égalité sur les singletons.

® Somme de v.a. indépendantes : des densités, ou produit des fonctions
caractéristiques.

® Min/max de v.a. indépendantes : passer par la

Inégalité de concentration
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