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TD 14 – Révisions

1. Toujours plus de convergences

Exercice 1. Soit (Un)n≥1 une suite de v.a. indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. Pour n ≥ 1, on
pose

Mn := max
( 1√

U1
, . . . ,

1√
Un

)
.

1. Calculer la fonction de répartition de Mn.
2. Soit p > 0. Déterminer les valeurs de p telles que Mn a un moment d’ordre p fini.
3. Montrer que Mn/

√
n converge en loi quand n→∞ vers une v.a. dont on déterminera la loi

Exercice 2. Soit (An)n≥1 une suite d’événements indépendants. Pour n ≥ 1, on pose an := P(An) et

bn :=
n∑
k=1

ak et Sn :=
n∑
k=1

1Ak
.

On suppose que bn →∞ quand n→∞.
1. Montrer que Sn/bn → 1 dans L2 quand n→∞.
2. Pour tout k ≥ 1, on pose nk := inf{n ∈ N : bn ≥ k2}. Montrer que k2 ≤ bnk

< k2 + 1 et que
(nk)k∈N est strictement croissante.

3. Montrer que Snk
/bnk

→ 1 presque sûrement quand k →∞.
4. En déduire que Sn/bn → 1 presque sûrement quand n→∞.

Exercice 3. (Convergence en loi de sommes de v.a.) Soient (Xn)n≥1 et (Yn)n≥1 deux suites de v.a.
réelles convergeant en loi vers des v.a. X et Y . On a vu au TD11 qu’en général on n’a pas convergence
en loi de (Xn + Yn)n≥1 vers X + Y . On va voir ci-dessous deux cas où c’est vrai.
1. On suppose ici que Xn et Yn sont indépendantes pour tout n ≥ 1 et que X et Y sont indé-

pendantes. En utilisant le théorème de Lévy, montrer que (Xn + Yn)n≥1 converge en loi vers
X + Y .

2. On suppose que Y est constante p.s. (mais plus l’indépendance). On veut montrer que (Xn +
Yn)n≥1 converge en loi vers X + Y .

(a) Montrer qu’il suffit de montrer E[f(Xn + Yn)]→ E[f(X + Y )] pour toute fonction f : R→ R
lipschitzienne bornée. On considère à présent f une telle fonction.

(b) Soit ε > 0. Montrer que

|E[f(Xn + Yn)]− E[f(Xn + Y )]| ≤ 2‖f‖∞P(|Yn − Y | > ε) + Lε,

où L est la constante de Lipschitz de f .
(c) En déduire que |E[f(Xn + Yn)]− E[f(Xn + Y )]| → 0.
(d) Montrer que |E[f(Xn + Y )]− E[f(X + Y )]| → 0.
(e) Conclure.
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2. Compléments

Exercice 4. On observe des v.a. réelles X1, . . . , Xn i.i.d. dont la loi appartient à la famille (Pθ)θ∈[1,4],
où Pθ est définie par

Pθ(dx) = 3θ3

x4 1[θ,∞[(x) dx.

On rappelle que si X1 a pour loi Pθ pour un certain θ ∈ [1, 4], alors E[X1] = 3θ
2 et Var(X1) = 3θ

4 .
Soit α ∈ ]0, 1[. En utilisant le théorème central limite, construire un intervalle de confiance asympto-
tique pour θ de niveau 1− α.

Exercice 5. Soit X ∈ L2. Pour n ≥ 1, on pose

Yn = n2
(

1− cos
(
X

n

))
.

Montrer que (Yn)n≥1 converge dans L1 vers une limite à déterminer.

Exercice 6. Soit (pn)n≥1 une suite de réels dans ]0, 1[. Pour chaque n ≥ 1, soit Xn une v.a. de loi
Binomiale(n, pn). Dans ce cours, on a déjà vu que :
B Si pn = p ∈ ]0, 1[ est fixé, alors par le TCL

Xn − np√
np(1− p)

loi−−−→
n→∞

N (0, 1).

B Si npn → λ ∈ R∗+, alors
Xn

loi−−−→
n→∞

Poisson(λ).

Ici on suppose que pn → 0 mais npn →∞ quand n→∞. On va montrer que

Zn := Xn − npn√
npn

loi−−−→
n→∞

N (0, 1).

1. Montrer que, pour tout θ ∈ R,

φZn(θ) =
(
e−iθ
√
pn/n

(
1 + pn

(
eiθ/√npn − 1

)))n
.

2. Montrer que, quand n→∞,

e−iθ
√
pn/n

(
1 + pn

(
eiθ/√npn − 1

))
= 1− θ2

2n + o

( 1
n

)
.

3. Conclure.
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