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TD 2 — Variables aléatoires, lois et espérance

1. Variables aléatoires

Exercice 1. Soient X, Y et Z des v.a. réelles définies sur un espace de probabilité (€2, 4, P).
1. On suppose que X =Y p.s. Montrer que X et Y ont la méme loi. Que dire de la réciproque ?
2. On suppose que X et Y ont la méme loi.

(a) Soit f: R — R une fonction mesurable. Montrer que les variables aléatoires f(X) et f(Y) ont
la méme loi.

(b) Montrer que les variables aléatoires X Z et Y'Z n’ont pas nécessairement la méme loi.

Corrigé.

1. Si X =Y p.s. alors, pour toute fonction mesurable f: R — Ry, f(X) = f(Y) p.s. et donc
E[f(X)] = E[f(Y)] (car les intégrales par rapport & P de deux fonctions égales P-presque partout
sont égales), ce qui montre que X et Y ont la méme loi : en effet, pour tout B € B(R), en prenant
f=1p,ona

Px(B) = E[f(X)] = E[f(Y)] = Py(B).

La réciproque est fausse. Considérons une variable aléatoire X une v.a. a valeurs dans {—1,1}
telle que P(X = 1) = P(X = —1) = 3, i.e. de loi 301 + 36_1. On pose Y = —X. Alors Y a la
méme loi que X, mais X et Y ne sont Jamais égales (pour tout w € Q, X (w) # Y (w)).

2.(a) Pour toute fonction mesurable g : R — R4, la fonction g o f est mesurable. Comme X et Y
ont la méme loi, on a

Elg(f(X))] = El(g o /)(X)] = E[(g 0 /)(Y)] = E[g(f(¥))].

Comme c’est vrai pour toute fonction mesurable g : R — R, cela montre que f(X) et f(Y)
ont la méme loi (pour la méme raison qu’en question 1.).

(b) On reprend les variables X et Y de la question 1. Soit Z = X. Alors XZ = X% et YZ = —X2.
La loi de X2 est 6; et la loi de —X?2 est §_; donc XZ et YZ n’ont pas la méme loi.

2. Formule de transfert

Theorem (Théoreme de transfert). Soit X une v.a. d valeurs dans un espace mesurable (E,E). Soit
f: E — R une fonction mesurable telle que f € L'(E,E, Px) ou f positive. Alors

X)) = [ @) apx(a)

Exercice 2. Soit X une v.a. de loi de Poisson de parametre A > 0, i.e. de loi Y ;2 e*’\’\k—lfék. Pour
tout t € R, calculer E[e~*X].

~!* est mesurable et positive donc on peut appliquer le théoréme de

E[e_t‘x} :/Re_m dPx(x).

Par la formule pour 'intégrale contre une mesure discrete, on obtient

[ 7tX} Zeftk 7/\)\ oA Z e Aere ! _ AeT 1)

Corrigé. La fonction x — e
transfert :
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Remarque. En cours de probabilités discretes, on aurait plutot écrit :

—tX — _tk 20 ik P
Ble] = 2 IR =k =) e
= k!

ce qui revient au méme heureusement !

Exercice 3. Soit X une v.a. réelle de densité px: z +— c(zlp1)(x) + (2 — )13 9)(7)) par rapport a
la mesure de Lebesgue. Déterminer la valeur de la constante c. Calculer E[X?] pour tout p > 0.

Corrigé. On obtient ¢ en utilisant que l'intégrale de px doit étre égale a 1 : on a
! 2 11
R 0 1 2 2
et donc ¢ = 1.

Soit p > 0. Par le théoréme de transfert,

1 2
E[X?] :/Ra:ppx(x)dx:/o a:p+1dx+/1 (22P — 2P dx
2

| aPt? 2oPtt gpt2 T ] +2-2P+1 op+2 2 N 1
p+2|, |p+1 p+2|, p+2 p+l  p+2 p+l p+2
2r+2 _ 2

ERIED)

3. Calcul de loi

Meéthode. Pour déterminer la loi d’une v.a. réelle Y, on pourra utiliser la méthode suivante, présentée
plus en détails en Section 1.3.3 des notes de cours : considérer une fonction f: R — R, mesurable
quelconque et écrire E[f(Y')] sous la forme [ f(y)du(y). Alors on peut en conclure que Py = p.

Exercice 4. Soit X une v.a. de loi gaussienne standard, i.e. de loi \/%6_952/2 dzx.
1. Pour m € Ret ¢ > 0, on pose Y = 06X + m. Déterminer la loi de Y.
2. Montrer que P(X = 0) = 0. On pose alors Z = 1/X? (qui est bien définie p.s.). Déterminer la loi
de Z.
Corrigé.

1. Soit f: R — R4 une fonction mesurable. On a, par théoreme de transfert,

o—%/2 . e—(y—m)?/(20?) 1
—do = [ f) ————dy.

avec le changement de variable y = ox + m (la fonction £ € R +— oz +m € R est bien un
C'-difféomorphisme). Donc, la loi de Y est

E[f(V)] = E[f(0X +m)] = /R floz+m)

o (y—m)2/(20%)

oV 2
2

C’est en fait la loi gaussienne de moyenne m et de variance o° !

Py (dy) = dy.

2. On a P(X =0) = Px({0}) = 0 car Px est & densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

Pour déterminer la loi de Z, on utilise la méthode ci-dessus. Soit f: R — R, une fonction
mesurable. On a, par théoreme de transfert,

s~y ()] - i ()= G [ ()
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ou 'on utilise la parité de la fonction intégrée dans la derniere égalité. Et x € R 2 ¢ R%

est un C'-difféomorphisme, donc avec le changement de variables z = 72, on a

B = <= [ 10 e = [ 1) e g (2)

2mz

Donc la loi de Z est 1

P42 = s

671/(22)110’00[(2) dz.

Exercice 5. Soit X une v.a. de loi exponentielle de parametre 1, i.e. de loi e™*1{g »)(z)dz. On pose

Y = min(X, 4) qui est bien définie p.s. car P(X = 0) = 0. Déterminer la loi de Y.

Corrigé. Soit f: R — R une fonction mesurable. On a, par théoréme de transfert,

E[f(Y)] :E{f(min<X, ;)ﬂ - /Ooof(min(a:, i))ex dz

On sépare alors lescas x < letz > 1:

E[f(Y)] = /01 f(x)e ¥ dx + /loo f(i)e‘x dr = / e Zdx _|_/ —1/y

en utilisant le changement de variables y = 1/x dans la 2éme intégrale. On a donc

B0 = [ (e + e Y an

Donc la loi de Y est 1
Py (dy) = (ey + 61/yy2) 1)o,1((y) dy.

4. Modélisation continue

5 dy,

Exercice 6. On considére une source lumineuse ponctuelle située au point (—1,0) dans le plan. On
suppose que la source émet un rayon lumineux en direction de ’axe des ordonnées en faisant un angle
aléatoire © avec l’axe des abscisses, ou © est tiré uniformément sur | — 7/2, 7/2[. Déterminer la loi de

I’ordonnée du point d’impact du rayon avec 1’axe des ordonnées.

Corrigé. On commence par faire un dessin.
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Soit © une v.a. de loi uniforme sur | — 7/2,7/2], i.e. de loi %]l]_w/zﬁ/g[(t) dt. Le point d’impact du
rayon lumineux sur I’axe des ordonnées est la v.a. Y = tan(0). L’objectif est de déterminer la loi de
Y. Soit f: R — R4 mesurable. On a alors

1 (/2 1 [ dy
E[f(Y)] = = tan(t)) dt = — —
o= [ Senar= [ )
en utilisant le changement de variable y = tan(t) (car t €] — 7/2,7/2[+> tan(t) € R est un C*-
difféfomorphisme). Donc la loi de Y est ( ) dy, i.e. la loi de Cauchy.

Exercice 7. (Paradoxe de Bertrand) On s’intéresse a la loi de la longueur d’une corde tirée “au
hasard” sur un cercle de rayon 1. Dans chacun des cas suivants, formaliser et calculer cette loi puis
en déduire la probabilité que la corde soit plus longue que v/3, c’est-a-dire que la longueur d’un coté
d’un triangle équilatéral inscrit.

1. On choisit les deux extrémités de la corde au hasard sur le cercle.
2. On choisit le centre de la corde au hasard sur le disque unité.

3. On choisit au hasard la direction du rayon orthogonal & la corde, puis le centre de la corde
uniformément sur ce rayon.

Corrigé.

1. On identifie le cercle & [0, 27[, donc on prend ici = [0, 27[> muni de la tribu A = B([0,27[?) et
de la mesure de probabilité P(dw) = ﬁ dfdé’, ot on note w = (,6') pour w € Q. La longueur
de la corde est alors (faire un dessin)

o(57)
5 :

Déterminons la loi de X. Soit f: R — R mesurable. On a

[ L (55 e
ol (3))

avec le changement de variable ¢: (6,6') — (0 — 0',0) de 10,27[>— {(u,v) : v €]0,27[,u
Jv — 2w, v[} et de jacobien 1. Or, on a, par 2r-périodicité de u — [sin(u/2)],

[t ()l o= [rCon () ) =2 [ (opin(5) ) e

par parité de u — [sin(u/2)|. On obtient donc

E[f(X)] = i/{)ﬂf(2s1n(2>> du = 71T/02f(:1:)<1 — f>_1/2d:c,

avec le changement de variable u = 2arcsin(x/2). La loi de X est donc

—-1/2
1 x?
; (1 — 4) ﬂ.$€[072} dl‘

X(w)=2

On peut alors calculer

POC 2 VE) - /fjr(l_ﬂj)‘”zdx:;[sm—1<;)};:;<g_g):;.



2. On prend & présent Q = {(z,y) € R? : 22 + 42 < 1} le disque unité muni de la tribu A = B(Q)
et de la mesure de probabilité P(dw) = 2 dzdy, ot on note w = (z,y) pour w € Q. La corde
n’est bien définie que pour w # (0,0) mais w = (0, 0) arrive avec probabilité nulle (et dans ce cas
on peut malgré tout définir la longueur de la corde comme étant 2). La longueur de la corde est

(encore faire un dessin)
X(w) =24/1 — a2 — 42

Déterminons la loi de X. Soit f: R — R4 mesurable. On a, avec un passage en coordonnées
polaires,

B0 =+ [ 7(2y1- 22— 42 Loy oy dody

/%/Ooof 1—r),2<1rdrd9
:2/0 f(2 1—7“2 /f Ju du,

avec le changement de variable u = 2v/1 — 72 (pour lequel on a rdr = % du). Laloi de X est donc

= |

—_ O

1
51:1336[0,2] dx.

On peut alors calculer

B(X > v3) = /\/52 _li

3. On prend Q = [0, 27[x ][0, 1] muni de la tribu A = B(Q2) et de la mesure de probabilité P(dw) =
5 df dr, olt on note w = (6, r) pour w € €. La longueur de la corde est (c’est une configuration

analogue a la question 2.)
w)=2vV1-—1r2

Déterminons la loi de X. Soit f: R — R} mesurable. On a
2 1l
— / f<2\/1—r2) drdé
o Jo
1
/ f<2\/1 - 7“2) dr
0

2 u AN
- f(U)4<1—4> du,

avec le changement de variable u = 2v/1 — r2. La loi de X est donc

. 2 —1/2
Z (1 — 4) ]116[0,2} dzx.
On peut alors calculer

2 22\ V2 22\ 12 2
P(Xz\/ﬁ):/ﬁ4<1—4> dx:{—<1—4> ] :%.

5. Compléments

E[f(X)]

Exercice 8. Soient X et Y deux v.a. réelles définies sur (2, A, P).
1. Supposons que, pour tout t € R, P(Y < ¢ < X)) = 0. Montrer que P(Y < X) = 0.
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2. Supposons maintenant que X et Y ont méme loi. Montrer que, si X > Y p.s., alors X =Y p.s.
Indication. Considérer Q' = {X > Y} et remarquer que

P({X > )\ {Y > ¢}) = B({X > ¢} ]\ [{Y > ¢} n)).

Corrigé.
1. SiY < X, alors il existe un rationnel g € Q tel que Y < ¢ < X, par densité de Q dans R. Donc,
on a l'inclusion (c’est en fait une égalité!)
{y <X} c |J{y <g< X}
q€Q

Donc
PY <X)< ) PY <q<X)=0,
q€Q
en utilisant I'hypothese de 1’énoncé. On a donc montré que P(Y < X) = 0.

2. Supposons que X et Y ont méme loi et que X > Y p.s. Alors, avec Q' = {X > Y}, on a
P(Q'°) = 0. Soit t € R, on a

{Y <t <X} ={X >t} \{Y >t}
Puis on a 'union disjointe
{(X>t\{Y 2t} = (X2t} n @[\ [{Y 2} nQ]) U ({X >t} n Q"] \ [{Y > £} n Q"]),

ou le 2éme événement de cet union disjointe est inclus dans Q'¢, donc a probabilité 0. On en
déduit que
PY <t<X)=P({X >t} nQ]\[{Y >t} nQ]).

Notons maintenant que {Y >t} N C {X >t} NQ/, donc
PY <t<X)=P{X >t}nQ)-P{Y >t}n).
Mais P({X >t} N Q) =P(X >t) —P{X >t} NnQ°) =P(X > t) car P(€°) = 0. En procédant
de méme avec P({Y >t} N Q'), on obtient
P(Y <t<X)=P(X >t)—P(Y >t) =0,

car X et Y on la méme loi. Par la question 1, on en déduit que P(Y < X) =0, c’est-a-dire Y > X
p.s. Mais comme on a aussi X > Y p.s., on a donc montré que X =Y p.s.

Exercice 9. (Transformation de loi discrete) Soit X une v.a. réelle de loi discrete Y ;o7 pidy,, avec
Z CN, (pi)iez € (R%)T et (xi)ier € RZ. Soit f: R — R mesurable. Quelle est la loi de f(X)?

Corrigé. On pose Y = f(X).
Meéthode 1. Soit g: R — R une fonction mesurable. On a, par théoréme de transfert,

Elg(¥)] = Elo(f(X)] = [ a(7(@) dPx(z) = L pia(f(w) = [ o0 d(zpi%) ).

€T =/
en réécrivant la somme comme une intégrale par rapport a une autre mesure discrete. Cela montre
que
Py = Zpi(sf(l‘i)'
€T
Meéthode 2. La v.a. Y est a valeurs dans ’ensemble dénombrable {f(z;),7 € Z}, donc sa loi est discrete
et est caractérisée par sa valeur sur les singletons. On calcule donc, pour tout ¢ € Z,

P(Y = f(z;)) = P(f(X) = f(z:)) = P(X € {z;: j € T, f(z;) = f(:)}) = > pj

JET tq f(zj)=f(z:)
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et cela montre que

Py = Zpﬁf(xi),
ez

car ces mesure coincident sur les singletons { f(z;)}.

Exercice 10. (Quelques propriétés de la gaussienne)

1. On veut montrer que [ e=*/2dz = \/27. Pour cela, calculer I'intégrale

/R2 e~ @ +y%)/2 4 dy

a l'aide d’un changement de variables polaire. En déduire la formule désirée.

: . . . . a2 .
2. Soit X une v.a. de loi gaussienne standard, i.e. de loi \/%e /2 dz. Montrer par récurrence que

(2n)!
21

Vn € N, E[XQ"} - et E[X%“} — 0.

3. Soit X une v.a. de loi gaussienne standard. Montrer que, pour tout x > 0,

1 1 1 2
o )e T <P(X >2) <
\/277( 3?3) = B x)_x

Indication. On pourra vérifier que
1 —I2/2 /OO —t2/2< 1> (1 ].) _22 o0 _22 3
— = 1+ —=)dt t - — — x/:/ B2 - 2 ) at
xe i e + o e P e i e a

dx.

2
e %2,

2T

Exercice 11. Soit X une v.a. de loi de Cauchy, i.e. de loi
1. Montrer que P(X = 0) =0 et P(X <0) = 3.
2. On pose Y = 1/X (qui est bien définie p.s.). Déterminer la loi de Y.
3. Que dire de E[Y]?

(1+12)

Corrigé.
1. Comme X est une v.a. continue, on a P(X =0) = 0.
Comme sa densité est une fonction paire, on a forcément P(X < 0) = % Plus précisément,

P<X<o>—/° S S P
o (1 4 22) ) r (1 + 22?) Ty

ou pour la derniere égalité on n’a pas besoin de calculer 'intégrale : c’est I'intégrale de px sur R
donc elle vaut 1.

2. On utilise la méme méthode que précédemment dans le TD. Ici le changement de variable y = 1/z
est bien une bijection x € R* +— 1/2 € R*. On obtient que Y est aussi une loi de Cauchy!

3. On a E[|Y]] = oo donc E[Y] n’est pas définie.

Exercice 12. Soit X une v.a. de loi exponentielle de parametre 1, i.e. de loi €™ 1o o) (x) dz. Déter-
miner la loi de | X | (la partie entiere de X).

Corrigé. Soit Y = [ X |. Soit f: R — R4 une fonction mesurable. Par le théoreme de transfert,
o0 0 rk+l o0

B =E(IXD) = [ fllzhede =3 [ fedo = 3 (7% =) o).
k=0 k=0

On peut y reconnaitre I'intégrale suivante

o0

/ fly (Z '““))&e) (y)
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et donc
oo

Py = Z(e‘k — e_(k+1))(5k.

k=0

Exercice 13. (Tribu engendrée par une variable aléatoire) Soit (€2,.4,P) un espace de probabilités
et X une variable aléatoire définie sur (€2, .4, P) a valeurs dans (R, B(R)). On note

o(X)={X"YB): BeBR)}.
1. Montrer que o(X) est la plus petite tribu A sur Q telle que X soit mesurable de (£2,.4) dans
(R, B(R)). La tribu o(X) est appelée la tribu engendrée par la variable aléatoire X.

2. Soit Y une v.a. qui soit o(X)-mesurable, i.e. Y est une application mesurable de (Q2,0(X)) dans
(R, B(R)). Montrer qu'il existe une fonction f: R — R mesurable telle que Y = f(X).
Indication. On commencera par le cas ou Y = 14 avec A € o(X), puis le cas ou Y est étagée.
Finalement, pour Y générale, on utilisera qu’elle est limite de v.a. o(X)-mesurables étagées.

3. Expliciter o(X) et la loi de X dans les cas suivants (\ est la mesure de Lebesgue) :
(a) (Qa A? ]P)) = ([07 1]76([07 1])7 )‘) et X(LU) = 2("]]]-[0,1/2]("‘}) + 1]-]1/2,1](w) pour w € [07 1]
(b) X :==aly+blpg,ou A,B € Aeta,be R
(c) (,A,P) = ([-1,1],B([-1,1]),A/2) et X (w) := w? pour w € [0,1].

Corrigé.

1. La famille o(X) est une tribu : c’est la tribu réciproque de B(R) par X.

Il est clair que o(X) rend X mesurable (car pour tout B € B(R), on a bien X 1(B) € o(X)).
D’autre part, toute tribu rendant X mesurable contient o(X), car elle doit contenir les ensembles
de la forme X ~!(B) pour B € B(R). Donc o(X) est bien la plus petite tribu sur 2 rendant X
mesurable.

2. La fonction Y est mesurable de (2,0(X)) dans (R, B(R)), donc il existe (Y,)nen une suite de
fonctions étagées (pour o(X)) telles que Y = lim,_,~ Y,. Pour n € N, Y}, est de la forme

kn

Yn = Z Ci,n]lel(Bim)’
1=1

avec ¢;n, € R et B;,, € B(R). Alors, on remarque que Y,, = f, 0 X, ot 'on a posé

kn
fn = Z Ci,n]lBi,nv
i=1

qui est bien une fonction mesurable de R — R. On pose alors

@) = lim,,— 0 fn(x) si la limite existe dans R,
~ ] O sinon.

La fonction f est mesurable car elle s’écrit
f(x> =1_coctim infy, oo fn(z)=limsup,,_, . fn(z)<oco lim sup fn(ﬂj‘)
n—oo

et liminf, ,. fr et limsup,,_, . fn sont mesurables. En outre, pour tout w € 2, on a

(X (w)) = Ya(w) ——= Y(w),

n—oo

donc Y = fo X.

3.(a) Soit A € B([0,1]). On a A = X~}(3A4) € o(X), car 34 C [0, 3]. Donc B([0,1]) C o(X) et
ainsi B([0,1]) = o(X) (Uinclusion réciproque revient exactement & dire que X est mesurable
de ([0,1],8([0,1]),A) — (R, B(R), ). La loi de X est 1\ + £4;.
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(b) Cas1:a#beta+b+#0.Alors X peut prendre uniquement les 4 valeurs distinctes suivantes :
0, a, b et a+b. Comme B(R) est engendrée par C := {{0}, {a}, {b}, {a+b}} UB(R\{0,a,b,a+
b}), o(X) est engendrée par les images réciproques d’éléments de C. Comme les éléments de
B(R\{0,a,b,a+b}) ont pour image réciproque & et 0, a, b et a+b ont pour images réciproques
AN B¢ AN B¢ A°N B et AN B, on en déduit que

o(X)={9,A,B, A°, B°, ANB, AUB, A°NB, A°UB, ANB¢, AUB¢, A“NB°, A°UB®, AAB, (AAB)‘,Q},

ot AAB := AUB\ AN B est la différence symétrique entre A et B (o(X) contient les 24
ensembles que 'on peut former a partir de la partition a 4 éléments : AN B¢, AN B¢, AN B
et AN B). La loi de X est

P(A°N By +P(AN B)d, + P(A° N B)dp + P(AN B)dgip-

Cas 2 :a=>b. Alors, on a X = algap + 2al 4np. Comme précédemment, o(X) est engendrée
par AN B¢, AAB, AN B, donc on obtient

o(X) = {@,A°N B, AAB, AN B, AU B, A°U B%, (AAB),Q}.

La loi de X est
P(A°N B)dp + P(AAB)d, + P(A N B)dag.

Cas 8 : a+b=0. Alors, on a X ne peut prendre que les 3 valeurs suivantes : 0, a et —a, donc
o(X) est engendrée par (AAB)¢, AN B¢ et A°N B, donc on obtient

o(X)={@,(AAB)*, AN B¢, A°N B,AAB, A°U B, AN B® Q}.

La loi de X est
P((AAB))dg + P(AN B)d, + P(A°N B)d_,.

(c) Pour A € B([-1,1]), on a X 1(4) = AU (—A), donc
o(X)={AU(-4): AeB(-1,1))},

qui est aussi ’ensemble des boréliens de [—1, 1] symétriques par rapport a 0. Pour f: R — R
mesurables, on a

B00) = [ @) ar) = [ 5 = [ o= [ @5

donc X a pour loi (2y/Z) 1,1 dz.
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