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TD 3 – Moments, fonction de répartition, fonction caractéristique

1. Moments

Exercice 1. (Moments de la loi exponentielle) Soit X une v.a. de loi exponentielle de paramètre
λ > 0, i.e. de loi λe−λx1[0,∞)(x) dx. Calculer les moments de X.

Corrigé. Comme X ≥ 0 les moments sont bien définis. Par le théorème de transfert, on a, pour n ≥ 0,

E[Xn] =
∫
R
xn dPX(x) =

∫ ∞
0

xnλe−λx dx.

Si n ≥ 1, en intégrant λe−λx par partie, on obtient

E[Xn] =
[
xne−λx

]∞
0

+
∫ ∞

0
nxn−1e−λx dx = 0 + n

λ
E[Xn−1].

Par récurrence, en initialisant avec E[X0] = 1, on obtient

∀n ∈ N, E[Xn] = n!
λn
.

Exercice 2. (Moments et queue de distribution)
1. Soit X une v.a. positive et p > 0. Montrer que

E[Xp] =
∫ ∞

0
P(X > x)pxp−1 dx =

∫ ∞
0

P(X ≥ x)pxp−1 dx.

2. Soit X une v.a. de loi de Pareto de paramètres de forme a > 0 et de location b > 0, i.e. telle que
P(X ≥ x) = (b/x)a pour tout x ≥ b. Déterminer l’ensemble des p > 0 tels que E[Xp] <∞.

Corrigé.
1. Comme Xp est une v.a. positive, par le résultat vu en cours (Proposition 1.3.16),

E[Xp] =
∫ ∞

0
P(Xp > x)x dx =

∫ ∞
0

P(X > x1/p)x dx.

On fait alors le changement de variable y = x1/p et on obtient

E[Xp] =
∫ ∞

0
P(Xp > x)x dx =

∫ ∞
0

P(X > y)pyp−1 dy.

La formule avec P(X ≥ y) s’obtient de la même manière à partir de l’autre formule vue en cours
(toujours dans la Proposition 1.3.16).

2. Soit p > 0. Par la question 1, on a l’équivalence

E[Xp] <∞ ⇔
∫ b

0
1 · pxp−1 dx+

∫ ∞
b

(
b

x

)a
· pxp−1 dx <∞.

⇔
∫ ∞
b

xp−1−a dx <∞

⇔ p < a.
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2. Fonction de répartition

Exercice 3. Pour x ∈ R, on pose F (x) = 1
41[0,1[(x) + x

21[1,2[(x) + 1[2,+∞[(x).
1. Montrer que F est la fonction de répartition d’une unique mesure de probabilité P sur R.
2. Calculer P ({1/2}), P ({1}), P ({2}), P (]1/2, 3/2[).
3. Déterminer P .

Corrigé.
1. La fonction F est croissante, continue à droite, limx→∞ F (x) = 1 et limx→−∞ F (x) = 0 donc
F est la fonction de répartition d’une mesure de probabilité P sur R (Théorème 1.4.4). Cette
mesure est unique car la fonction de répartition caractérise la loi (Théorème 1.4.3).

2. On a
P ({1/2}) = P (]−∞, 1/2])− P (]−∞, 1/2[) = F (1/2)− F (1/2−),

où F (1/2−) désigne la limite à gauche de F en 1/2 (bien définie car F croissante). En effet, pour
tout x ∈ R, on a

P (]−∞, x[) = P

(⋃
n≥1
↑ ]−∞, x−1/n]

)
= lim

n→∞
↑ P (]−∞, x−1/n]) = lim

n→∞
↑ F (x−1/n) = F (x−).

On en déduit que P ({1/2}) = 0 car F est continue en 1/2.
Similairement P ({1}) = F (1) − F (1−) = 1/2 − 1/4 = 1/4 et P ({2}) = F (2) − F (2−) = 0.
Finalement

P (]1/2, 3/2[) = P (]−∞, 3/2[)− P (]−∞, 1/2]) = F (3/2−)− F (1/2) = 3/4− 1/4 = 1/2.

3. La fonction F est C1 sur R \ {0, 1, 2}, donc par la Proposition 1.4.5, avec F ′ qui est définie
Lebesgue-presque partout, on a

dP (x) = F ′(x) dx+ (F (0)− F (0−)) dδ0(x) + (F (1)− F (1−)) dδ1(x) + (F (2)− F (2−)) dδ2(x)

= 1
21]1,2[(x) dx+ 1

4 dδ0(x) + 1
4 dδ1(x).

Exercice 4. Soit X une v.a. de loi exponentielle de paramètre 1. On pose Y = min(X, 1
X ). Calculer

la fonction de répartition de Y et en déduire la loi de Y .
Remarque. La loi de Y avait été calculée par une autre méthode dans l’exercice 6 du TD 2.

Corrigé. Rappelons que Y est définie p.s., on peut la définir partout en choisissant Y = 0 quand
X = 0 (ça ne change pas sa loi). Remarquons alors que si X ≤ 1, alors Y = X et si X > 1, alors
Y = 1/X. On a donc, pour y ∈ [0, 1],

FY (y) = P(Y ≤ y)
= P(Y ≤ y,X ≤ 1) + P(Y ≤ y,X > 1)
= P(X ≤ y,X ≤ 1) + P(1/X ≤ y,X > 1)
= P(X ≤ y) + P(X ≥ 1/y)

=
∫ y

0
e−x dx+

∫ ∞
1/y

e−x dx

= 1− e−y + e−1/y.

Comme P(Y ≤ 0) = 0 et P(Y > 1) = 0, on en déduit que

FY (y) =


0 si y < 0,
1− e−y + e−1/y si y ∈ [0, 1]
1 si y > 1.
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La fonction FY est C1 sur R \ {0, 1}, donc par la Proposition 1.4.5, avec F ′ qui est définie Lebesgue-
presque partout, on a

dPY (x) = F ′(x) dx+ (F (0)− F (0−)) dδ0(x) + (F (1)− F (1−)) dδ1(x)

=
(
e−x + e−1/x 1

x2

)
1[0,1[(x) dx.

3. Fonction caractéristique

Exercice 5. (Régularité de la fonction caractéristique) Soit X une v.a. réelle.
1. Montrer que φX est continue sur R.
2. Soit n ∈ N∗. Supposons que le moment d’ordre n de X est fini. Montrer que φX est de classe Cn

sur R et
∀k ∈ J0, nK, ∀θ ∈ R, φ

(k)
X (θ) = ikE

[
XkeiθX

]
.

Indication. On pourra utiliser les résultats de continuité et dérivabilité d’intégrales à paramètre, rap-
pelés en Section 1.3.2 des notes de cours.

Corrigé.
1. On veut appliquer le théorème de continuité sous l’intégrale (Théorème 1.3.6). Notons qu’il est

énoncé pour une fonction à valeurs réelles mais il se généralise aisément aux fonctions à valeurs
complexes en considérant les parties réelles et imaginaires. On vérifie les hypothèses :
B pour tout θ ∈ R, l’application x ∈ R 7→ eiθx est mesurable ;
B presque sûrement, l’application θ ∈ R 7→ eiθX est continue sur R ;
B pour tout θ ∈ R, |eiθX | ≤ 1 p.s. et E[1] <∞.

Donc la fonction φX : θ 7→ E[eiθX ] est continue sur R.
2. Montrons par récurrence sur n ≥ 0, la proposition Pn suivante : si le moment d’ordre n de X est

fini, alors φX est de classe Cn sur R et

∀k ∈ J0, nK, ∀θ ∈ R, φ
(k)
X (θ) = E

[
(iX)keiθX

]
.

L’initiation pour n = 0 a été faite en question 1, il faut donc pouver l’hérédité. Soit n ≥ 1.
Supposons que la Pn−1 soit vraie et montrons Pn. Supposons que le moment d’ordre n de X est
fini. Alors le moment d’ordre n − 1 de X est fini (cf Proposition 1.3.13), donc φX est de classe
Cn−1 et

∀k ∈ J0, n− 1K, ∀θ ∈ R, φ
(k)
X (θ) = E

[
(iX)keiθX

]
.

On va montrer que φ(n−1)
X est dérivable par le théorème de dérivabilité sous l’intégrale (Théorème

1.3.7). On vérifie les hypothèses
B pour tout θ ∈ R, l’application x ∈ R 7→ (ix)n−1eiθx est mesurable ;
B presque sûrement, l’application θ ∈ R 7→ (iX)n−1eiθX est dérivable ;
B pour tout θ ∈ R, | ∂∂θ (iX)n−1eiθX | = |(iX)neiθX | ≤ |X|n et E[|X|n] <∞ par hypothèse.

Donc la fonction φ(n−1)
X : θ ∈ R 7→ E[(iX)n−1eiθX ] est dérivable sur R et φ(n)

X (θ) = inE[XneiθX ]
pour tout θ ∈ R.
Il reste à montrer que φ(n)

X est continue. Pour cela on procède comme en question 1, avec la
domination |(iX)neiθX | ≤ |X|n.

Exercice 6. (Fonction caractéristique de la gaussienne)
1. Soit X une v.a. de loi N (0, 1), i.e. de loi 1√

2πe
−x2/2 dx. Soit φX sa fonction caractéristique.
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(a) À l’aide de l’exercice 5 et d’une intégration par partie, montrer que φ′X(θ) = −θφX(θ) pour
tout θ ∈ R.

(b) En déduire φX .
2. Soit σ > 0 etm ∈ R. Soit Z une v.a. de loi N (m,σ2), i.e. de loi 1

σ
√

2πe
−(x−m)2/(2σ2) dx. Déterminer

la fonction caractéristique de Z.
Indication. On a vu à l’exercice 5 du TD2 qu’on peut écrire Z = σX +m avec X de loi N (0, 1).

Corrigé.
1.(a) La v.a. X a un moment d’ordre 1 fini donc par l’exercice 5, pour tout θ ∈ R,

φ′X(θ) = E
[
iXeiθX

]
=
∫
R

ixeiθx 1√
2π
e−x

2/2 dx,

par le théorème de transfert. On intègre xe−x2/2 par parties, ce qui donne

φ′X(θ) = −
[
ieiθx 1√

2π
e−x

2/2
]∞
−∞

+
∫
R

i2θeiθx 1√
2π
e−x

2/2 dx = 0− θE
[
eiθX

]
= −θφX(θ).

(b) Les solutions de l’équation différentielle φ′X(θ) = −θφX(θ) sont de la forme φX(θ) = Ce−θ
2/2

avec C ∈ R (obtenues en intégrant φ′
X
φX

(θ) = −θ). En utilisant que φX(0) = E[1] = 1 on obtient
C = 1. Donc

∀θ ∈ R, φX(θ) = e−θ
2/2.

2. Pour θ ∈ R, on a

φZ(θ) = E
[
eiθZ

]
= E

[
eiθ(σX+m)

]
= eiθmE

[
eiθσX

]
= eiθmφX(σθ) = eiθm−σ2θ2/2.

4. Compléments

Exercice 7. Soit X une v.a. réelle et FX sa fonction de répartition. Soit a < b. Exprimer en terme
de FX les probabilités suivantes : P(X < a), P(X = a), P(X > a), P(a ≤ X ≤ b) et P(a < X < b).

Corrigé. On a vu à l’exercice 3 que

P(X < a) = PX(]−∞, a[) = FX(a−).

Puis P(X = a) = FX(a) − FX(a−), P(X > a) = 1 − F (a), P(a ≤ X ≤ b) = F (b) − F (a−) et
P(a < X < b) = F (b−)− F (a).

Exercice 8. (Loi exponentielle et perte de mémoire)
1. Soit X une v.a. de loi exponentielle de paramètre λ > 0, i.e. de loi λe−λx1[0,∞[(x) dx. Montrer

que pour tout s, t ≥ 0, P(X > t+ s|X > t) = P(X > s). C’est la propriété de perte de mémoire.
2. Soit X une v.a. positive telle que pour tout s, t ≥ 0, P(X > t+ s) = P(X > t)P(X > s). Notons

que, si P(X > t) > 0, cela est équivalent à la propriété de perte de mémoire précédente. Supposons
également que X n’est pas égale à 0 p.s. (i.e. P(X = 0) < 1).

(a) Montrer que, pour tout t ≥ 0, P(X > t) > 0.
(b) Montrer que X suit une loi exponentielle. Pour cela, on pourra utiliser le fait suivant (peut-être

déjà vu en exercice en L1 ou L2) : si f : R+ → R est une fonction croissante telle que pour
tous s, t ≥ 0, f(s+ t) = f(s) + f(t), alors f est linéaire.

Corrigé.
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1. Pour t ≥ 0, on a
P(X > t) =

∫ ∞
t

pX(x) dx =
∫ ∞
t

λe−λx dx = e−λt.

En particulier P(X > t) > 0, donc on peut calculer, pour s, t ≥ 0,

P(X > t+ s|X > t) = P(X > t+ s,X > t)
P(X > t) = P(X > t+ s)

P(X > t) = e−λ(t+s)

e−λt
= e−λs = P(X > s).

2.(a) Notons tout d’abord que P(X > 0) = P(X ≥ 0) − P(X = 0) = 1 − P(X = 0) > 0 car
P(X = 0) < 1. Mais, par continuité croissante de la mesure, on a

P(X > 0) = P
(⋃
n≥1
↑ {X > 1/n}

)
= lim

n→∞
↑ P(X > 1/n).

Donc on a nécessairement P(X > 1/n) > 0 à partir d’un certain rang. On peut donc fixer
t0 > 0 tel que P(X > t0) > 0.
D’autre part, par une récurrence immédiate, on obtient que, pour tout t ≥ 0 et k ∈ N∗,

P(X > kt) = P(X > t)k.

Donc en particulier, pour tout k ∈ N∗, P(X > kt0) > 0.
Finalement, considérons t ≥ 0. Il existe k ∈ N∗ tel que kt0 > t. Alors

P(X > t) ≥ P(X > kt0) > 0.

(b) Pour t ≥ 0, on pose f(t) = − logP(X > t) (qui est bien définie grâce à la question précédente).
Alors, pour s, t ≥ 0,

f(t+ s) = − logP(X > t+ s) = − log[P(X > t)P(X > s)]
= − logP(X > t)− logP(X > s) = f(t) + f(s).

En outre, f est croissante car t 7→ P(X > t) est décroissante. Donc, par le fait mentionné dans
l’énoncé de la question, f est linéaire, c’est-à-dire il existe λ ∈ R tel que f(t) = λt pour tout
t ≥ 0. On en déduit que P(X > t) = e−λt pour tout t ≥ 0. Remarquons alors que

lim
n→∞

↓ P(X > n) = P
(⋂
n≥1
↓ {X < n}

)
= P(∅) = 0,

donc on a nécessairement λ > 0. Et notons que, pour t < 0, P(X > t) ≥ P(X > 0) = e−λ·0 = 1
donc P(X > t) = 1. On en déduit que

∀t ∈ R, FX(t) = 1− P(X > t) =
{

0 si t < 0,
1− e−λt si t ≥ 0.

C’est la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramètre λ donc X suit la loi
exponentielle de paramètre λ.

Exercice 9. (Fonction caractéristique de la loi de Cauchy) Rappelons que la loi de Cauchy (centrée)
de paramètre a > 0 est la loi a

π(a2+x2) dx sur R.

1. Soit a > 0 et f : x ∈ R 7→ e−a|x|. Calculer sa transformée de Fourier f̂ : ξ ∈ R 7−→
∫
R f(x)e−iξx dx.

2. Soit X une v.a. de Cauchy de paramètre a. Montrer que, pour tout ξ ∈ R, φX(ξ) = e−a|ξ|.
Pour cela, on utilisera la formule d’inversion de Fourier : si f ∈ L1(R) et f̂ ∈ L1(R), alors, pour
Lebesgue-presque tout x ∈ R,

f(x) = 1
2π

∫
R
eixξ f̂(ξ) dξ,

et l’égalité est vraie partout si et seulement si f est continue.
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Corrigé.
1. Pour ξ ∈ R, on a

f̂(ξ) =
∫
R
e−a|x|e−iξx dx = lim

n→∞

∫
R
1|x|≤ne

−a|x|e−iξx dx = lim
n→∞

∫ n

−n
e−a|x|e−iξx dx,

où la 2ème égalité se justifie par convergence dominée (on domine |1|x|≤ne−a|x|e−iξx| ≤ e−a|x| qui
est intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue sur R). Puis on a∫ n

−n
e−a|x|e−iξx dx =

∫ n

0
e−axe−iξx dx+

∫ 0

−n
eaxe−iξx dx

= 1− e−ane−iξn

a+ iξ
+ 1− e−aneiξn

a− iξ

−−−→
n→∞

2a
a2 + ξ2 ,

et donc
f̂(ξ) = 2a

a2 + ξ2 .

2. Comme f̂ est L1, on peut utiliser l’inversion de Fourier : pour tout ξ ∈ R,

f(ξ) = 1
2π

∫
R
eixξ

2a
a2 + x2 dx =

∫
R
eixξ

a

π(a2 + x2) dx = E
[
eiξX

]
= φX(ξ)

et donc φX(ξ) = e−a|ξ|.

Exercice 10. (Retour vers l’exponentielle) Soit X une v.a. de loi exponentielle de paramètre λ > 0.
1. Calculer sa fonction caractéristique φX .
2. En développant φX en série entière en 0 et en utilisant que φ(k)

X (0) = ikE[Xk] par l’exercice 5,
obtenir les moments de X.

Corrigé.
1. On est censé trouver pour θ ∈ R,

φX(θ) = λ

λ− iθ .

2. Pour |θ| < λ, on a le développement en série entière

φX(θ) = 1
1− iθ/λ =

∑
k≥0

( iθ
λ

)k
,

ce qui implique en particulier

∀k ∈ N, φ
(k)
X (0) = k! ·

( i
λ

)k
D’autre part, X a tous ses moments finis (car

∫∞
0 xnλe−λx dx < ∞ pour tout n ≥ 0), donc, par

l’exercice 5, φX est de classe C∞ sur R et

∀k ∈ N, φ
(k)
X (0) = ikE

[
Xk
]
.

On en conclut
∀k ∈ N, E

[
Xk
]

= k!
λk
.
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Exercice 11. Montrer qu’il existe une v.a. réelleX de fonction de répartition F (t) = 1/(1+e−t), t ∈ R.
Déterminer la loi de X. On pose X1 = eX , X2 = X 1{0≤X≤1} et X3 = 1{0≤X≤1}. Trouver les lois des
Xi, i = 1, 2, 3.

Exercice 12. (Fonction caractéristique et moments, une réciproque) SoitX une v.a. réelle. Rappelons
qu’on note φX sa fonction caractéristique.
1. On suppose que φX est 2 fois dérivable en 0. L’objectif de cette question est de montrer que X a

un moment d’ordre 2 fini.
(a) En considérant (φX(t) + φX(−t)− 2)/t2, montrer que

lim
t→0

E
[1− cos(tX)

t2

]
= −1

2φ
′′
X(0).

(b) En utilisant le lemme de Fatou, conclure.
2. Soit k ∈ N. On suppose que φX est 2k fois dérivable en 0. Montrer que X admet des moments

finis jusqu’à l’ordre 2k.

Corrigé.
1.(a) La fonction φX étant deux fois dérivable en 0, la formule de Taylor-Young garantit un déve-

loppement limité à l’ordre 2 :

φX(t) = 1 + φ′X(0)t+ φ′′X(0) t
2

2 + o(t2).

On en déduit que :
lim
t→0

φX(t) + φX(−t)− 2
t2

= φ′′X(0).

D’autre part, on remarque que

φX(t) + φX(−t)− 2
t2

= E[eitX + e−itX − 2]
t2

= E
[2 cos(tX)− 2

t2

]
= −2E

[1− cos(tX)
t2

]
,

donc on a montré que
lim
t→0

E
[1− cos(tX)

t2

]
= −1

2φ
′′
X(0).

(b) Comme (1− cos(tX))/t2 ≥ 0, on peut appliquer le lemme de Fatou, qui donne

1
2E
[
X2
]

= E
[
lim inf
t→0

(1− cos(tX)
t2

)]
≤ lim inf

t→0
E
[1− cos(tX)

t2

]
= −1

2φ
′′
X(0) <∞.

Donc X a un moment d’ordre 2 fini.
2. Procédons par récurrence. L’initialisation est triviale pour k = 0 (toute v.a. à un moment d’ordre

0 fini).
Soit k ∈ N. Admettons notre hypothèse de récurrence à l’ordre k : si φX est 2k fois dérivable en
0, alors X admet des moments jusqu’à l’ordre 2k. Montrons là à l’ordre k+ 1 : supposons φX est
2k + 2 fois dérivable en 0. Alors, on sait par hypothèse de récurrence que E[X2k] < ∞ et donc,
par le théorème de régularité de la fonction caractéristique du cours (montré au TD 3), on sait
que φ est 2k fois dérivable sur tout R et sa dérivée d’ordre 2k est

∀t ∈ R, φ
(2k)
X (t) = E

[
(iX)2keitX

]
= (−1)kE

[
X2keitX

]
.

On procède ensuite comme à la question 1, avec φ(2k)
X à la place de φX . Comme φ(2k)

X est 2 fois
dérivable en 0, on a

φ
(2k)
X (t) = φ

(2k)
X (0) + φ

(2k+1)
X (0)t+ φ

(2k+2)
X (0) t

2

2 + o(t2).
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On en déduit que :

lim
t→0

φ
(2k)
X (t) + φ

(2k)
X (−t)− 2φ(2k)

X (0)
t2

= φ
(2k+2)
X (0).

D’autre part, on remarque que

φ
(2k)
X (t) + φ

(2k)
X (−t)− 2φ(2k)

X (0)
t2

= −2E
[
X2k(1− cos(tX))

t2

]
,

donc on a montré que

lim
t→0

E
[
X2k(1− cos(tX))

t2

]
= −1

2φ
(2k+2)
X (0).

Comme X2k(1− cos(tX))/t2 ≥ 0, on peut appliquer le lemme de Fatou, qui donne

1
2E
[
X2k+2

]
= E

[
lim inf
t→0

(
X2k(1− cos(tX))

t2

)]

≤ lim inf
t→0

E
[
X2k(1− cos(tX))

t2

]

= −1
2φ

(2k+2)
X (0) <∞.

Donc X a un moment d’ordre 2k + 2 fini.

Exercice 13. (Les moments ne caractérisent pas une loi de probabilité)
1. Soit X une v.a. de loi N (0, 1). On pose Z = eX . Calculer la densité pZ de Z.

Remarque. La loi de Z s’appelle loi log-normale.
2. Pour a ∈ [−1, 1], soit pa(x) = pZ(x)(1 + a sin(2π log x)). Montrer que pa est une densité de

probabilité et que, si Za est une v.a. de densité pa, alors les lois PZ et PZa sont distinctes (si
a 6= 0).

3. Montrer que Z et Za admettent des moments de tous ordres et qu’ils sont tous égaux. Conclusion ?
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