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TD 7 — Inégalités de concentration et intervalles de confiance

1. Inégalités

Exercice 1. (Inégalité de Jensen) Soit X une v.a. réelle telle que E[|X|] < co. Soit ¢: R — Ry une
fonction convexe. Montrer que

Elp(X)] > ¢(E[X]).

Pour cela, on utilisera qu’une fonction convexe est égale au supremum de toutes les fonctions affines
qui lui sont inférieures :

Ve eR, ¢(z)= sup (ax+Db),
(a,b)e€y,

o & = {(a,b) € R? : Vz € R, p(z) > ax + b}.
Exercice 2. Soit Xi,...,X, € L*(Q, A, P) des v.a. indépendantes. Soit 3 > 0. Pour k € [1,n],
supposons que E[X;] = 0 et Var(X}) = kP.

1. Montrer que, pour tout € > 0,

P(’X1+--'+Xn

n’B_l
el < —5.
n

€

2. Pour quels 8 peut-on dire que la moyenne empirique (X7 + - -+ X,,)/n se concentre en 0 quand
n—oo?

2. Intervalles de confiance

Exercice 3. (Confiance exacte en les lois normales) On observe des v.a. X1,..., X, ii.d. dont la loi
appartient a la famille (Py)ger, ot Py = N (0,1). Soit a € |0, 1].

1. Si Xq,...,X, sont de loi Py, montrer que X7 + --- + X, a la méme loi que \/nZ + nf ou Z est
une v.a. de loi N(0,1).

2. En déduire un intervalle de confiance I pour 6 de niveau exactement 1—a, i.e. tel que, si X1, ..., X,
ont loi Py, alors
POecl)=1-a.

On exprimera cet intervalle en utilisant @1, ou ® est la fonction de répartition de la loi (0, 1).

Exercice 4. (Lois uniformes) On observe des v.a. X1,..., X, i.i.d. dont la loi appartient & la famille
(Ps)ocio,2), ot Py est la loi uniforme sur [0, 0]. Soit o € ]0, 1].

1.(a) Construire un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1—« en utilisant I'inégalité de Bienaymé—
Chebychev.

(b) Construire un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1—a en utilisant I'inégalité de Hoeffding.

(c) Déterminer pour quelles valeurs de « le second intervalle de confiance est meilleur que le
premier.

2. Soit M,, = max(Xy,...,Xp).
(a) Si Xi,...,X, sont de loi Py, calculer P(M,, € [§ — ¢, 0]) pour € > 0.
(b) En déduire un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — a.

(c) Le comparer aux intervalles de confiance précédents dans le régime ou « est fixé et n — oc.
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3. Compléments

Exercice 5. (Concentration avec un moment d’ordre 4)
1. Soit X € L*(, A,P). Montrer que, pour tout a > 0,
E[(X — E[X])"]

at

P(|X - E[X]| > a) <

2. Soit Y3,...,Y, des v.a. réelles i.i.d. telles que E[Y{!] < oo et E[Y;] = 0. Montrer que
2
E[(Yi+ - +Y,)!] =3n(n - DE[V?] +nE|Y{].
3. Soit X1,..., X, des v.a. réelles i.i.d. telles que E[X{] < co. Montrer que, pour tout € > 0,

n

> s> < n% (3 Var(X1) + - E[(X; - E[Xl])4).

Exercice 6. (Lois normales de variance inconnue) On observe des v.a. X1,..., X, i.i.d. dont la loi
appartient & la famille (Py)gee, ott Py = N(0,6%). Soit a € ]0, 1[.

1. On suppose que © = |0, 0ax|, OU Tmax > 0 est un parametre connu.

(a) En considérant
X;+--+ X2
n
et en utilisant 'inégalité de Bienaymé—Chebychev, construire un intervalle de confiance pour
6% de niveau 1 — a.
(b) En déduire un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — a.
2. On ne suppose plus que 'on connait a priori une borne supérieure pour le parametre 6. On
considere donc © = R
(a) Montrer que, pour tout ¢ € |0, 1],
6%
> .
“1—¢

92

P(‘X%+---+X§_92 N
n

X%+---+X§€> SP<|X%+---+X§_
n n

(b) En déduire un intervalle de confiance de niveau 1 — a pour #? puis pour 6.

Exercice 7. Soit Xq,..., X, des v.a. i.i.d. de loi exponentielle de parametre A > 0.
1. Calculer E[X1] et E[e!X1] pour tout ¢ € R.

2. Soit S = X; +---+ X,,. En appliquant I'inégalité de Markov & e*® pour ¢ > 0, puis en optimisant
en t, montrer que, pour tout € > 0,

IF’(S > ; + ns) < exp(—n(Ae —log(1 + Xe)).

3. En procédant de méme mais avec e ¥ pour ¢ > 0, montrer que, pour tout € € 10, 1/A],
IP’(S < % - na) < exp(n(Ae + log(1 — Ae)).

4. En déduire que pour tout € > 0,

- > 6) < 2exp(—n(Ae —log(1l + Ae)).
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