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SUITES ET SERIES DE FONCTIONS PRINTEMPS

TD2 — Séries entieres
Légende : <> basique, % difficile, %% plus difficile.

Exercice 2.1. { Soit > -, a,x™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Déterminer le rayon de
>

convergence de : 1) Y S aZz™;2) > o a,x?".
= =

Exercice 2.2. <) Dans chacun des cas suivants, déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Zn>1 anx™
et étudier la convergence pour |z| = R : 1) a, = n27"; 2) a, = ns”—frl; 3) a, = sin(nm/2); 4) a, = (Vn)/";
5) ap, = en'’? : 6) ay, est le n® chiffre du développement décimal de 7; 7) a,, = n®, ott a € R; 8) a, = p¥V" L,ec,
ou p > 0 et C est 'ensemble des carrés.

Exercice 2.3. On considére la série entiere Y -, sin(n™"/2)a™.
1) Donner son rayon de convergence R. On notera f sa somme sur l'intervalle |—R, R].
2) Etudier la convergence de la série entiére pour z = R et pour = —R.

3) Déterminer lim, ,;- f(z).

4) Montrer que Y7, -, (sin(n~/2) —sin((n — 1)~'/2))2" converge normalement sur [0, 1].
5) Montrer que (1 —z)f(z) — 0 quand = — 1.

Exercice 2.4. % Soit (an)nen € (R%)N et (by)nen € CY. Soit ¢ € C. On suppose que le rayon de convergence de
Zn>0 anx™ est infini et que b, /a, — c.

1) Montrer que >, b,z a un rayon de convergence infini.
2) Montrer que
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Exercice 2.5. { Calculs de sommes. Déterminer le rayon de convergence R des séries entiéres ) -, anz™ sui-
>

vantes, puis calculer leurs sommes sur |—R, R[ : 1) a, =n; 2) a, =n(n—1); 3) a, =n?; 4) a, = %H

. . - N 1 n
Exercice 2.6. Soit f la somme de la série enticre ), - 272"

1) Montrer que f est définie sur [—1,1].
2) Montrer que f est croissante et de classe C! sur [—1,1[.
3) Déterminer une équation différentielle linéaire du second ordre dont f est solution sur |—1,1].

Exercice 2.7.
1) Pour tout k € N, déterminer le rayon de convergence de », - ”n—fx"
2) Pour tout k € N, montrer qu’il existe un polyndéme Py de degré k tel que

+o0 L

n n x
Z = Pr(z)e”.

n=0

3) Déterminer une relation entre Py et Pyy;.

Exercice 2.8. Théoréme d’Abel. Soit (an)nen € RY telle que Y >0 0n SOIt convergente.

1) Montrer que la série entiere Zn>0 anx™ converge uniformément sur [0,1]. On note S sa somme.
2) Calculer lim, ,;- S(x).

Exercice 2.9. %% Théoréme de Tauber. Soit (a,)nen € RY. On suppose que la série entiere Zn>0 a,x" converge
sur [0, 1] et on note S sa somme. On suppose enfin que S(z) - ¢ € R quand z — 1.

1) Donner un exemple vérifiant les hypotheses précédentes avec En>0 a, divergente.
2) Montrer que, si (an)nen est positive, alors > -, a, converge vers .



On suppose désormais que a,, = o(1/n). Pour tout N € N et z € [0, 1], on introduit

N
:Z(lfm")an et Ry(x)= Z apx"
n=0

n=N+1

3) Vérifier que, pour tout N € N et z € [0, 1],
> an —=S(x) - {+ By(x) — Ry(x).

4) Montrer que, pour tout = € [0,1] :

3

AN N > N <———.
Ve >0 €N V 0 |RN(.CL')| N(l—l‘)

5) Montrer que ), <, an converge vers £.
=

Exercice 2.10. Formule de Cauchy. Soit Zn>0 a, 2" une série entiere de rayon de convergence R > 0. On note
f la somme de cette série sur son disque de convergence {z € C ; |z| < R}.

1) Pour tout n € Z, calculer [™ ¢™0dg.

2) Soit r € [0, R[. Montrer que la série de fonctions (de ) Z - a,rPei =m0 o5t normalement convergente sur
[0, 27].
3) Montrer que
2m
Vrel0,R[ VYneN 2mr'a, = f(?"ew)e_i"edo,
0

4) On suppose que R = 400 et que f est bornée sur C. Montrer que f est constante.

Exercice 2.11. Zéros isolés. Soit Zn>0 a,x™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. On note f sa
somme. Supposons qu’il existe une suite (zp)pen telle que, pour tout p € N, 2z, # 0, f(2p) =0, et z, — 0. Montrer
que f est nulle.

Exerc1ce 2.12. { Développements en série entiere usuels. Montrer que : 1) pour tout z € C avec |z| < 1,
=y 02" 2) pour tout z € |—1,1[, In(1 + z) = S (—1)»=12%: 3) pour tout = € |—1,1[, arctan(z) =

n ’
2n+41 22n+1

+ = + z2" +
ni%(—l "Gt 5 4) pour tout x € R, ch(x) = Y7 %) Gy 5) pour tout z € R, sh(z) = > ') =R

Exercice 2.13. { Développements en série entiére. Dans chacun des cas suivants, développer en série entiere
en 0 la fonction f et préciser le rayon de convergence de sa série de Taylor ainsi que le plus grand intervalle
contenant 0 sur lequel f coincide avec la somme de cette série : 1) f(x) = In(1 —2z); 2) f(z) = In(z? — 52 + 6);

3) f@)= [ e dt; 4) f(z) = (z+4)*; 5) f(z) =sin(z + £). 6) f(x) = arctan(z).

In(1—x)

Exercice 2.14. On considére la fonction définie par f(z) = pour z € ]—o0,1[\ {0} et prolongée par

continuité en 0.

1) Développer f en série entiére en 0.

2) Montrer que, pour tout x € |—1,1[, Y_>°
3) En déduire la valeur de fol wdt.

foﬂﬂ ln(l t)dt

n1n2_

Exercice 2.15. Développer en série entiére en 0 la fonction définie par f(z) =
(1—2—22)f(r) =2.

Exercice 2.16. % Inverse. Soit f une fonction développable en série entiére en 0 avec f(0) # 0. Montrer que 1/f
est développable en série entiere en 0.

1=z en utilisant la relation

Exercice 2.17. Résolution d’équations différentielles. On veut trouver une solution de ’équation différentielle
suivante :

3zy'(z) + (2 — 52)y(z) = . (1)

Soit y une fonction développable en série entiere en 0 s’écrivant y(z) = Y -, a,a™ au voisinage de 0.



1) Montrer que, si y est une solution de I’équation (1), alors la suite (a,,)n>1 vérifie une relation linéaire d’ordre
1 que l'on précisera.

2) Réciproquement, montrer que la fonction y trouvée ci-dessus est bien solution de (1) sur R.

3) Méme exercice avec 1'équation différentielle xy” (x) + 2y'(x) + zy(x) = 0 (on cherchera cette fois une relation
linéaire d’ordre 2 entre les coeflicients).

Exercice 2.18. % Fonctions absolument monotones. Soit f: [0,a] — R une fonction de classe C*° telle que,
pour tout n € N, f(") > 0.

1) Montrer que f coincide avec la somme de sa série de Taylor en 0.
2) Application — Montrer que tan |j_r /2 /2 coincide avec la somme de sa série de Taylor en 0.

Exercice 2.19. Soit (u,)nen la suite réelle définie par ug = 1 et, pour tout n € N,

n
Un+1 = § U Un—k -
k=0

1) En supposant que la série entiére Zn>0 upx™ a un rayon de convergence R > 0, montrer que, pour tout
x €|-R,R[, 2f*(x) — f(z) +1=0.
2) En déduire que
1—+1—-4x
Ve e]-RRI\ (0} f(r) =+

3) Donner une expression explicite de u,, en fonction de n.

Exercice 2.20. % Nombres de Bell. Pour tout n € N, on note b,, le nombre de partitions de 'ensemble [1,n].
On convient que by = 1.

1) Calculer by, bs et bs.
2) Montrer que, pour tout n € N,

~ n
bn+1 = Z (k) bn—k-
k=0

ontrer que, pour tout n € N, b, < nl.
by

3) M

4) Montrer que le rayon de convergence R de >_, -, 742" est non nul.

5) Montrer que la somme S de la série entiere - %x" vérifie : pour tout = € |—R, R[, S’(x) = e*S(x).

6) Calculer S (on admettra 'unicité de la solution de I’équation différentielle précédente vérifiant S(0) = by).

0 -1
A= (1 . ) .
1) Montrer que A est diagonalisable, avec pour valeurs propres i et —i.

2) Montrer que, pour tout t € R,
oA _ <cos(t) —sin(t))

sin(t)  cos(t)

Exercice 2.21. < Soit

Exercice 2.22. Pour tout x € R, soit

too 3n
f@) = 2—:0 (3n)!"

1) Montrer que f est bien définie.

2) Donner une équation différentielle du troisiéme ordre vérifiée par f.
3) Résoudre cette équation différentielle et en déduire f.

On propose une autre méthode pour calculer f.

4) En notant j = €'2™/3, calculer 1 4 j* + j2* pour tout k € N.

5) Développer en série entiere en 0 la fonction x + e* + e/ + i
6) En déduire f.



